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Točnost metode velikih vrtincev za simulacije turbulentnega toka v kanalu s stopnico 
IZVLEČEK 
Najnatančnejša metoda za simulacije turbulentnih tokov je direktna numerična simulacija 
(DNS), ki zahteva zelo goste diskretne mreže in je računsko zelo zahtevna. Metoda velikih 
vrtincev (LES) deluje na mrežah, ki so v vsaki smeri tudi do desetkrat redkejše kot mreže v 
DNS, kar bistveno pospeši izračune. Metoda LES temelji na modelih, ki približno modelirajo 
turbulentno difuzijo v vrtincih, ki so manjši od resolucije mreže, medtem ko eksplicitno opiše 
večje vrtince. Metoda DNS prepozna vrtince vseh velikosti brez približkov. V magistrski nalogi 
obravnavamo točnost LES metode s primerjavo z obstoječimi rezultati, izračunanimi z metodo 
DNS v geometriji turbulentnega toka v kanalu s stopnico. Naša LES simulacija je potekala na 
približno 15-krat redkejši mreži in je porabila za dva velikostna reda manj računskega časa kot 
DNS. Simulaciji sta primerljivi zaradi enakega Reynoldsovega števila, ki znaša 7100. 
Primerjamo časovno povprečena hitrostna polja v različnih ravninah, iz katerih je razvidna 
velika podobnost med rezultati obeh metod v toku čez stopnico. Drobne, a opazne razlike v 
dimenzijah in oblikah vrtincev pripisujemo netočnosti metode velikih vrtincev. Točnost metode, 
uporabljene v magistrski nalogi, smo natančneje obravnavali še s primerjavo profilov časovno 
povprečenih komponent hitrosti ter hitrostnih fluktuacij na izbranih daljicah v računski domeni. 
Iz profilov je mogoče sklepati, da LES v sredini domene napove za nekaj odstotkov hitrejši tok 
in nekoliko počasnejši tok ob stenah kot metoda DNS. Kljub temu, da smo v LES metodi s 
približki opisali le najmanjše vrtince, pa ta aproksimacija vpliva tudi na obliko največjih 
vrtincev v opazovani geometriji. 
 
Ključne beside: računska dinamika tekočin, metoda velikih vrtincev, turbulenten tok, enofazni 





Accuracy of Large Eddy Simulation method for turbulent flow over backward facing 
step 
ABSTRACT 
Direct numerical Simulation is the most accurate method for simulating turbulent flows which 
require very dense discrete meshes and is therefore computationally very expensive. Large Eddy 
Simulation method (LES) is performed on meshes that are up to ten times coarser in each 
direction than the ones used in the DNS, which significantly decreases computation time. LES 
is based on semi-empirical models, which approximately describe turbulent diffusion in the 
smallest eddies that are not captured by the discrete grid. In the master’s thesis, we are analyzing 
the accuracy of the LES method through a comparison with existing results that are computed 
with the DNS method in turbulent flow geometry in a backward facing step domain. Our LES 
was running on approximately 15 times coarser mesh and consumed two orders of magnitude 
less computation time than the DNS. Simulations are comparable since they have the same 
Reynolds number, which is 7100. We are comparing the time-averaged velocity fields in 
different planes, which show considerable similarities between the methods in the flow 
throughout the step. Small but noticeable differences in dimensions and shapes of the vortices 
are attributed to the inaccuracy of the large eddy method. Additionally, we evaluated the 
accuracy of the LES through the comparison of time-averaged velocities and their fluctuations 
on selected line segments in the domain after the step. From the latter, we can conclude that the 
flow in the LES is faster in the center of the domain and slower near the walls in comparison to 
the flow in the DNS. Although the LES method uses empirical models only for the smallest 
eddies, this approximation affects the geometry of the largest vortices in the system. 
Keywords: computational fluid dynamics, Large Eddy Simulation method, turbulent flow, 
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Geometrija toka čez stopnico je ena od najenostavnejših za analizo turbulentnega toka z 
odlepljanjem mejne plasti. Omenjeni pojav pogosto srečamo v naravnih sistemih in industrijskih 
aplikacijah. Zmožnost natančnega in hitrega modeliranja ter razumevanje tega pojava 
omogočata snovanje aplikacij, kot so cevi in kanali, in analizo naravnih sistemov. 
Najtočnejša metoda v računski dinamiki tekočin je direktna numerična simulacija (DNS), 
ki simulira vrtince vseh velikosti. Ker so velikosti najmanjših vrtincev približno obratno 
sorazmerne z Reynoldsovim številom, DNS zahteva visoko resolucijo, kar naredi DNS računsko 
zelo zahtevno in posledično predrago za uporabo v industriji. 
V magistrski nalogi smo tok čez stopnico, prikazano na sliki 1.1, modelirali z metodo 
velikih vrtincev (ang. Large Eddy Simulation = LES). LES direktno simulira le velike vrtince, 
turbulentno difuzijo v majhnih vrtincih pa približno modelira. Posledično LES deluje na mrežah, 
ki so tudi do desetkrat redkejše v vsaki smeri kot mreže v DNS, kar bistveno pospeši izračune. 
Doslej narejene raziskave so geometrijo stopnice obravnavale na drugačne načine 
(direktna numerična simulacija, eksperiment). Magistrska naloga analizira natančnost metode 
LES za simulacijo turbulentnega toka čez stopnico v primerjavi z rezultati direktne numerične 
simulacije (DNS). Osnovno vprašanje v magistrski nalogi je, koliko nas bo manjša računska 
zahtevnost stala pri pri natančnosti napovedi. 
Na Odseku za reaktorsko tehniko Inštituta Jožef Štefan je bilo opravljenih več raziskav z 
geometrijo stopnice [1], [2] in [3]. V doktoratu Odra Direct Numerical Simulation of Flow 
Separation with Heat Conduction [1] je geometrija stopnice simulirana z metodo DNS. Sorodno 
magistrsko delo pa primerja meritve turbulentnega toka v enaki geometriji in enakih pogojih 
[2].  
Tok v ceveh je laminaren do Reynoldsovega števila ~ 2000, pri višjih od 5000 pa je 
običajno turbulenten. Prehod iz laminarnega v polno razvit turbulenten tok se ne zgodi v 
trenutku, potreben je določen čas, ki je odvisen od toka in geometrije. Turbulenten tok je 
naključen in kaotičen, ter se zato razlikuje med ponovitvami enakih eksperimentov in simulacij. 
Čeprav so gibanja vrtincev v turbulentnem toku naključna, so takšni tokovi primerljivi, če jih 
primerjamo na podlagi časovnih povprečij spremenljivk, ki so pri različnih turbulentnih tokovih 
z enakim Reynoldsovim številom podobna. V nalogi primerjamo polno razvita tokova v 
statističnem stacionarnem stanju. Statistično stacionarno stanje določimo s spremljanjem 
časovnih fluktuacij različnih parametrov, ki se morajo ustaliti okoli konstantne povprečne 
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vrednosti. V našem konkretnem primeru toka čez stopnico, kjer smo kot začetno stanje izbrali 
ustrezen masni pretok in nerealističen laminaren profil hitrosti, dosežemo polno razvit tok po 
času, ko tekočina približno desetkrat preteče dolžino domene na sliki 1.2 [2].  
Tok, ki ga obravnavamo v magistrski nalogi, ima Reynoldsovo število 7100. Ker 
raziskujemo predvsem hitrostno polje fluida za stopnico, je pomembno, da v odsek kanala pred 
stopnico vstopa polno razvit turbulenten tok. To dosežemo s podaljšanjem domene na vstopu za 
dolžino d0, ki je prikazana na sliki 1.1 in 1.2. Časovno povprečje hitrostnega polja tekočine v 
geometriji stopnice prikaže pojave, skicirane na sliki 1.1. Razvidno je, da se za stopnico tok loči 
na dva dela, in sicer na tok, ki teče v prvotni smeri, in na tok, ki začne krožiti in tako formira 
območje recirkulacije. V geometriji stopnice je za območje recirkulacije značilen velik vrtinec 
in eden ali več manjših. Območja ločuje časovno povprečena tokovnica, ki se konča na točki 
ponovne sklopitve toka, od koder se celoten fluid v povprečju giblje v smeri glavnega toka. Ker 
je v našem primeru širina kanala primerljiva z njegovo višino, povprečen tok ni 
dvodimenzionalen, ampak tridimenzionalen, zato se tok ne sklopi v točki, ampak v krivulji, za 
katero se začne razvijati nova mejna plast. 
Največ turbulence, ki jo merimo z intenzivnostjo fluktuacij povprečne hitrosti, je v toku 
za točko odlepljanja. Mejna plast, v kateri so turbulentne fluktuacije bolj intenzivne kot na večjih 
razdaljah od stene, pri odlepljanju poveča turbulenco. 
Brezdimenzijske mere kanala s stopnico, ki smo ga simulirali v magistrski nalogi, so 
podane na sliki 1.2. V brezdimenzijskih enotah primerjamo vse naše rezultate. V uporabljenem 
programu smo sicer računali z dimenzijskimi enotami, ki jih v metrih dobimo z množenjem 
brezdimenzijskih enot s faktorjem h = 0.0125. Na sliki moder kvadrat z oznako Dh označuje 
lokacijo izračuna hidravličnega radija. 
 






Slika 1.4: Geometrija toka preko stopnice, uporabljena za DNS [1] in LES v magistrski nalogi. 
Dimenzije so zapisane v brezdimenzijskih enotah.  







Navier-Stokesove enačbe in modeliranje turbulence 
2.1 Navier-Stokesove enačbe za nestisljiv tok  
Večino tokov v naravi predstavljajo turbulentni tokovi. Kljub dvestoletnim naporom 
matematikov in znanstvenikov pa analitičen opis turbulence ostaja nerešen problem v klasični 
fiziki. Turbulenten tok je naključen in kaotičen, kar je posledica nelinearnosti Navier-
Stokesovih enačb, ki ga opisujejo [4]. Pri dovolj visokih Reynoldsovih številih tok fluida ob 
stenah postane turbulenten, tridimezionalen in nestacionaren. Zaradi mešanja fluida v 
turbulentnem toku se poveča trenje na stenah in prenos toplote. V magistrski nalogi turbulenten 
tok simuliramo z reševanjem enačb modela, ki temelji na Navier-Stokesovih enačbah. 
Predpostavimo, da je tok nestisljiv in ima konstantno viskoznost. V nestisljivem toku sta enačbi 
za ohranitev mase in gibalne količine: 




 = -𝛻 ∙ (𝒖𝒖) - 𝛻𝑝
𝜌
 +ν𝛻2𝒖, (2.2) 
kjer u predstavlja vektor hitrosti, t čas, p tlak, v kinematično viskoznost in ρ gostoto. Členi 
gibalne enačbe (2.2) predstavljajo: 
𝜕𝒖
𝜕𝑡
 - hitrost spreminjanja gibalne količine, 
𝛻 ∙ (𝒖𝒖) – konvekcija gibalne količine (kjer  𝒖𝒖 pomeni tenzorski produkt), 
𝛻𝑝
𝜌
 – tlačni gradient, 
ν𝛻2𝒖 – prispevek strižnih napetosti, ki jih ustvarja viskoznost. 
Čeprav analitičnih rešitev za turbulenten tok ni, je splošno sprejeto, da se simulacije 
nestacionarnih enačb (2.1) in (2.2) s primernim numeričnim pristopom ujemajo z rezultati 
meritev v turbulentnih nestisljivih Newtonskih tekočinah [4]. 
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2.2 Reynoldsovo število  
Reynoldsovo število je definirano s karakteristično hitrostjo na vstopu v domeno in hidravličnim 
premerom označenim na sliki 1.2: 
 𝑅𝑒 =  
𝑣𝑏𝐷ℎ
𝜈
,   (2.3) 
kjer 𝑣𝑏 predstavlja povprečno hitrost na vstopu. Hidravlični premer je na sliki 1.2 izračunan na 
ploskvi označeni z modrim pravokotnikom in se ga v splošnem izračuna po enačbi: 




kjer A predstavlja površino kanala, O pa njegov obseg. Vrednost Reynoldsovega števila v 
magistrski nalogi je enaka kot v DNS Odra [1] in je 7089. Izbrano Reynoldsovo število smo 
dosegli s predpisano kinematično viskoznostjo vode 8*10-7 m2/s, hidravličnim premerom 𝐷ℎ 
2.8 cm in povprečno hitrostjo na vstopu v kanal 𝑣𝑏=22.9 cm/s.  
 
2.3 Teorija Kolmogorova 
Leta 1941 je izšel članek Kolmogorova s teorijo osnovnih lastnosti turbulentnega toka [5]. 
Teorija predpostavlja, da je turbulenten tok sestavljen iz vrtincev različnih velikosti. Glavni tok 
ustvarja največje vrtince, ki so velikostnega reda domene, in jim dovaja kinetično energijo. 
Veliki vrtinci razpadajo v manjše in na ta način prenašajo kinetično energijo na vedno manjše 
vrtince. Na takšen način se kinetična energija prenaša do najmanjših vrtincev, v katerih se z 


















V enačbi (2.6) je 𝑢𝑣=√2𝑘/3 karakteristična hitrost turbulentnih fluktuacij in 𝑙 premer 
največjega vrtinca, ki je v tokovih skozi cevi in kanale približno enak hidravličnemu radiju. 
Turbulentna kinetična energija je definirana kot polovica vsote kvadratov fluktuacij hitrosti: 













Hitrosti tipičnih turbulentnih tokov običajno nihajo z amplitudo med 10 in 20 odstotkov 
povprečne hitrosti. Izračunamo lahko tudi najmanjšo časovno skalo turbulence, ki je približno 
enaka obhodnemu času najmanjših vrtincev 𝜏: 
 𝜏 =  
𝜂2
𝜈




Običajno skale Kolmogorova ne moremo izračunati iz definicij po enačbah (2.5) in (2.8), 
saj ne poznamo intenzivnosti turbulentne disipacije . Pomagamo si lahko z grobim približkom. 
Z zamenjavo povprečne hitrosti na vstopu v enačbi (2.3) s korenom turbulentne kinetične 




   . (2.9) 
Znana vrednost turbulentnega Reynoldsovega števila služi za grobo oceno premera 
najmanjših vrtincev: 




V primeru magistrske naloge je najmanjša skala Kolmogorova približno enaka 0.1 mm 
[1]. Ker je skala Kolmogorova približno obratno sorazmerna turbulentni kinetični energiji, lahko 
dobimo predstavo o njeni porazdelitvi iz slike 4.11. 
 
2.4 Direktna numerična simulacija  
DNS poda najnatančnejše rešitve Navier-Stokesovih enačb, ker simulira vrtince vseh velikosti 
in rešuje osnovne enačbe ohranitvenih zakonov. Časovni korak DNS določimo glede na 
karakteristični čas najmanjših vrtincev 𝜏 iz enačbe (2.8). V simulacijah se domena razdeli na 
dele, približno enake premeru najmanjših vrtincev η (2.5). Iz literature in obstoječih DNS 
rezultatov je znano, da je ustrezna resolucija za DNS bolj groba od tiste, ki jo predpisuje enačba 
(2.8). Primerna dimenzija diskretnih celic v DNS računih je Δ𝑥 je 2η do 5η [6]. Iz tega sledi, da 
je število celic, ki je potrebno za DNS, sorazmerno n ~ 𝑅𝑒𝑇
3/4 v eni dimenziji in 𝑛3~ 𝑅𝑒𝑇
9/4 v 
treh dimenzijah. Število celic se veča z naraščanjem turbulentnega Reynoldsovega števila, s 
katerim se zmanjšuje radij najmanjših vrtincev. Zato so simulacije DNS pri visokih turbulentnih 
Reynoldsovih številih računsko zelo zahtevne in za opis večine realnih tokov neprimerne.  
Poglavje 2.   Navier-Stokesove enačbe in modeliranje turbulence 
22 
 
Rešitve DNS so enakovredne natančnim meritvam [6], kar izkoriščamo v primerih, ko so 
meritve težko izvedljive. Eden izmed takih primerov je kroglični reaktor [6]. DNS se uporablja 
predvsem za primerjavo in razvoj manj natančnih metod za modeliranje turbulentnih tokov. V 
primerih, ko ni na voljo meritev, DNS predstavlja najboljši približek k realnemu stanju, in se 
zato glede na rezultate DNS vrednoti natančnost ostalih simulacij. DNS lahko izvajamo z 
različnimi numeričnimi metodami, najpogostejše so metode končnih volumnov, metode 
končnih razlik in spektralne metode.  
Kot smo že zapisali, se rezultati metode DNS z ekperimenti ujemajo v statističnem 
vedenju toka, ne pa v identičnem časovnem razvoju toka, kar pomeni, da se spremenljivke ob 
enakih časih na enakih mestih razlikujejo. Podobno velja tudi za dva identična eksperimenta ali 
dve identični simulaciji. Opisano je posledica nelinearnosti Navier-Stokesovih enačb in 
kaotičnih lastnosti turbulence.  
Ker metoda DNS pri velikih turbulentnih Reynoldsovih številih postane računsko 
prezahtevna, so potrebne manj zahtevne metode, ki so običajno manj natančne. Ena izmed 
takšnih metod je LES, ki je opisana v nadaljevanju in smo jo uporabili v tej magistrski nalogi. 
 
2.5 Metoda velikih vrtincev  
Metoda LES neposredno opisuje le del vrtincev v turbulentnem toku. Prispevek majhnih 
vrtincev se upošteva z dodatnim modelom. Metoda deluje na predpostavki, da so majhni vrtinci 
izotropni in so približno enaki v vseh tokovih. Takšen pristop je prvič predlagal leta 1963 
Smagorinsky [6]. Razvoj metode so motivirale meteorološke aplikacije, pionirja metode pa sta 
še Lilly [8] in Deardorff [9]. Dela Galperina in Orszaga [10] opisujejo zgodovino razvoja LES 
in njene aplikacije.  
Ker LES ne simulira vseh vrtincev, se lahko domena razdeli na večje dele kot pri DNS, 
kjer je omejitev Δ𝑥 ~ 2η. Modeliranje prispevkov majhnih vrtincev omogoča simulacije 
turbulentnega toka z LES primerljive natančnosti kot DNS na približno 10 krat bolj grobi mreži 
v vsaki smeri. Zato je mreža LES lahko tudi do 1000 krat bolj redka kot mreža DNS. Simulacije 
z LES v kompleksnih geometrijah se največkrat izvajajo z metodo končnih razlik ali končnih 
volumnov.  
LES model temelji na štirih formalnih korakih [11]: 
 dekompozicija hitrosti s filtriranjem na direktno simulirano komponento oziroma 
filtrirano hitrost, ki predstavlja gibanje velikih vrtincev, in na komponento 
ostankov, ki je modelirana z modelom majhnih skal in zastopa gibanje vrtincev, 
manjših od resolucije računske mreže; 
 priredba Navier-Stokesovih enačb za filtrirano hitrost, pri čemer se ohrani 
standardna oblika, razlika je le v členu komponente ostankov v gibalni enačbi;
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 modeliranje najmanjših vrtincev, ki poskrbi za disipacijo turbulentne kinetične 
energije namesto zanemarjenih malih vrtincev; 
 reševanje filtriranih enačb. 
LES se po načinu modeliranja najmanjših vrtincev delijo na fizikalne in numerične. 
Fizikalne LES najmanjše vrtince modelirajo z eksplicitnimi modeli, numerične LES pa 
uporabljajo numerične napake, predvsem numerično difuzijo, ki nadomesti disipacijo kinetične 
energije, zato so pri njih rešitve funkcija resolucije in numerične metode. Numerični LES modeli 
so po natančnosti lahko primerljivi z eksplicitnimi modeli [12]. Večina simulacij je narejena s 
časovno in prostorsko diskretizacijo drugega reda, le redke uporabljajo natančnost višjega reda, 
v katerih je numerična komponenta LES filtriranja zanemarljiva. Simulacije z natančnostjo 
drugega reda imajo lastnosti fizikalne in numerične LES [13]. Metoda drugega reda natančnosti, 
uporabljena v magistrski nalogi, je tako mešanica numeričnega in fizikalnega filtriranja LES.  
LES metode se delijo tudi glede obravnave mejne plasti ob steni z veliko gostoto 
turbulentne kinetične energije. Mejno plast je mogoče obravnavati z lokalno zgostitvijo celic ali 
pa z modeliranjem. Prvi pristop ima po celotni domeni dovolj natančen filter in mrežo za 
direktno modeliranje vrtincev, ki vsebujejo približno 80% turbulentne kinetične energije, drugi 
pa zajame 80% energije na območju stran od stene, ne pa ob steni. V magistrski nalogi je plast 
ob steni zgoščena, zato število diskretnih točk v diskretni mreži naših LES računov ni 100 ali 
1000 krat manjše od števila točk mreže v DNS, ampak je LES mreža "le" približno 15-krat 
redkejša od DNS mreže v [1]. 
 
2 .5 .1  Izpel java enačb za  metodo vel ikih vrt incev  
Natančnost modeliranja velikih vrtincev je močno odvisna od resolucije računske mreže [14]. 
Bolj gosta mreža pomeni, da zanemarimo manjši delež vseh vrtincev. Vpliv vrtincev, manjših 
od velikosti celic, v večini LES modelov opišemo kot dodatno difuzijo oziroma tako imenovano 
vrtinčno viskoznost (ang. eddy viscosity). Formalno vrtinčno viskoznost v enačbe pripeljemo s 
procesom filtriranja enačb. Splošno operacijo filtriranja, s katero razbijemo hitrost na 
"filtrirano", ki jo opišemo eksplicitno, in modeliran del, je prvi predlagal Leonard [15]: 
 ?̅?(x,t)=∫ 𝐺(𝑟, 𝑥)𝑈(𝑥 − 𝑟, 𝑡)𝑑𝑟. (2.11) 
Simbol ?̅?(x,t) predstavlja filtrirano hitrost, simbol 𝑈(𝑥 − 𝑟, 𝑡) hitrost, ki jo filtriramo, 
simbol 𝐺(𝑟, 𝑥) pa jedro filtra. Dekompozicija, zapisana z enačbo (2.11), je izvedljiva na poljubni 
spremenljivki. Enačbo (2.11) formalno integriramo po celotni domeni, v resnici pa integral 
poteka le po območju, v katerem je funkcija G različna od nič. Širina filtra je v metodah končnih 
razlik oziroma končnih volumnov proporcionalna resoluciji mreže in je enaka 𝛥=𝑉1/3, kjer je 
V volumen celic. Jedro funkcije je izbrana nenegativna funkcija pozicije in širine filtra. Po 
filtriranju se hitrost razčleni na filtrirano komponento in komponento ostankov: 
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 U(x,t) = ?̅?(x,t) + 𝑢′(x,t), (2.12) 
kjer je 𝑢′(x,t) komponenta ostankov. Po filtranju je potrebno Navier-Stokesove enačbe predelati 
tako, da v njih namesto običajne hitrosti nastopa filtrirana hitrost. Nova kontinuitetna enačba se 
od enačbe (2.1) razlikuje le v tem, da v njej nastopa filtrirana hitrost: 
 𝛻 ∙ ?̅? = 0. (2.13)  
Razen filtrirane hitrosti filtrirana gibalna enačba od enačbe (2.2) odstopa še v dodatni vrtinčni 
viskoznosti 𝜈𝑡, s katero večina današnjih LES modelov upošteva turbulentno disipacijo 
zanemarjenih malih vrtincev: 
 𝜕?̅?
𝜕𝑡
 = -𝛻 ∙ (?̅??̅?) - 𝛻𝑝
𝜌
  +(𝜈 + 𝜈𝑡) 𝛻2?̅?. (2.14) 
 
2 .5 .1 .1  Izpel java modela  vr t inčne viskoznost i  
V magistrski nalogi je komponenta ostankov u' modelirana po zgledu Nicouda in Durcosa [16]. 
Model je poznan pod imenom WALE (ang. Wall-adapting local eddy-viscosity) in je v zadnjih 
letih predvsem zaradi enostavnosti in natančnosti eden od najbolj popularnih modelov za 
vrtinčno viskoznost v LES. Komponenta ostankov hitrosti 𝑢′ je zastopana z dodatnim viskoznim 
členom, ki se izračuna po semi-empirični enačbi: 
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V enačbah (2.17) in (2.18) simbol ?̅?𝑖 predstavlja filtrirano hitrost. WALE model ima eno 
konstanto s standardno vrednostjo 𝐶𝑤=0.325. Ena izmed največjih pomankljivosti modelov 
vrtinčne viskoznosti s standardno konstanto, ki se uporabljajo v LES, je ravno pomanjkljiva 




natančnost pri opisu turbulentnih polj in odlepljenih tokov zraven sten ali v prehodnih režimih 
[17]. V takšnih primerih se v nekaterih izvedbah modela konstanta 𝐶𝑤 spreminja med izračuni, 
vendar pa je v našem delu nismo spreminjali in smo tako preizkusili osnovno izvedbo LES-
WALE modela.  
  







Računski model toka čez stopnico 
3.1 Geometrija  
Geometrija v simulacijah magistrske naloge, narisana na sliki 1.2, je podobna geometriji, 
uporabljeni v doktoratu Odra [1]. Domena LES ima sicer vse dimenzije za polovico manjše, ker 
pa je v obeh simulacijah uporabljeno isto Reynoldsovo število, sta simulaciji pravzaprav 
opravljeni v isti geometriji. Osnovni cilj raziskave J. Odra [1] je bil sicer prenos toplote. Izvir 
toplote je v njegovi študiji grelec, postavljen na dno domene, tik za razširitvijo pod stopnico. V 
magistrski nalogi izvira toplote ni. Kljub temu da Oder simulira prenos toplote, je hitrostno polje 
njegove DNS primerljivo z našim hitrostnim poljem LES, saj v DNS temperaturo obravnava 
kot pasivno skalarno polje, ki ne vpliva na hitrost tekočine. Opazimo, da temperatura v enačbah 
(2.1) in (2.2), ki jih je uporabil tudi Oder, ne nastopa. Vpliv temperature na snovske lastnosti 
tekočine v [1] ni bil upoštevan, kar pomeni zanemarjene vzgonske sile, ki nastajajo kot posledica 
razlik v gostoti vroče in hladne tekočine, ter zanemarjen vpliv temperature na viskoznost 
tekočine. 
Preučevano območje se prične ob stopnici, konča pa se približno za območjem ponovne 
sklopitve toka, ki je skicirano na sliki 1.1. Ker želimo, da je tok za stopnico neodvisen od robnih 
pogojev na vstopu in izstopu iz kanala, moramo kanal v obeh smereh primerno podaljšati, kar 
odstrani morebitne vplive pritoka in iztoka. 
Poseben problem simulacij s prostorskim razvojem turbulence je vstopni robni pogoj, saj 
je za nestacionarno rešitev v domeni potrebno že na vstopu vanjo vzpostaviti ustrezen časovno 
spremenljiv turbulentni tok [18]. Turbulenten tok na vstopu v domeno, smo ustvarili s 
periodično domeno, v kateri turbuletni tok ohranjamo s tako imenovano metodo recikliranja. Ta 
preslika vrednosti iz določene lokacije v geometriji na vstop v domeno, pri tem pa ohranja 
konstanten masni pretok. Implementacija je prikazana s puščico na sliki 1.2. V magistrski nalogi 
se po omenjenem principu reciklira le hitrostno polje, ki pa zelo hitro poskrbi tudi za 
vzpostavitev primernega tlačnega polja. Dolžino podaljška želimo imeti čim krajšo, da se 
časovna zahtevnost simulacije čim manj poveča. Izbrali smo enako dolžino podaljška kot v [1], 
ki zagotavlja minimalno še sprejemljivo dolžino, da prepreči pretirano podobnost med tokom 
na vstopu in izstopu periodičnega podaljška.  
Enostavnejši pristop smo uporabili na iztoku. Iztočni del domene se podaljša tako, da 
povratni tok ne vpliva na velike vrtince za stopnico. Enako je implementirano tudi v doktoratu 
Odra [1].  




V magistrski nalogi smo tok v geometriji stopnice simulirali z odprtokodnim programom 
OpenFOAM (Open-source Field Operation And Manipulation) [19]. OpenFOAM je zasnovan 
kot večnamenski program, s katerim je mogoče izvajati široko paleto simulacij: tok tekočin v 
kompleksnih geometrijah s kemijskimi reakcijami, turbulenca s prenosom toplote, akustika, 
mehanika kontinuumov in elektromagnetizem. Program temelji na metodi končnih volumnov, 
ki domeno razdeli na končne volumne, spremenljivke pa so izračunane v njihovih središčih. 
 
3 .2 .1  Metoda končnih  volumnov  
Prostor lahko diskretiziramo na več načinov. Najpogosteje izbrani pristopi so metoda končnih 
razlik, metoda končnih elementov in metoda končnih volumnov. OpenFOAM uporablja slednjo. 
Metoda rešuje ohranitvene enačbe v integralski obliki [20]. Ohranitveno enačbo za poljubno 
spremenljivko 𝜙, ki je v našem primeru lahko hitrost ali gostota za nek končni volumen okoli 
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Členi od leve proti desni so: hitrost spreminjanja vrednosti 𝜙, konvekcijski člen, v gibalni 
enačbi nastopa še difuzijski člen, dodatno pa se lahko pojavi še člen izvorov, ki ga v našem 
konkretnem primeru ni. Konvekcijski in difuzijski člen se z Gaussovim izrekom pretvorita iz 
volumskega v površinski integral. Ker je enačba drugega reda, je smiselno, da je tudi 
diskretizacija po prostoru in času drugega ali višjega reda natančnosti.  
Metoda končnih volumnov razdeli geometrijo na izbrano število končnih volumnov, ki so 
lahko poljubnih oblik ob pogoju, da so konveksni. Možna je diskretizacija s pravokotniki, 
kvadri, tetraedri, prizmami, piramidami… Zaradi omenjenih možnosti je metoda primerna za 
enostavne in kompleksne geometrije. V računski dinamiki tekočin jo pogosto uporabljamo 
ravno zaradi fleksibilnosti [21]. V magistrski nalogi smo mrežo diskretizirali s kvadri.  
Časovna zahtevnost metode narašča s številom končnih volumnov. Ker smo v magistrski 
nalogi računali časovno povprečene vrednosti analiziranih spremenljivk, je zraven omenjenega 
na čas izračunov vplivalo tudi število časovnih korakov. Turbulenten tok smo simulirali na 
mreži iz približno 2.3 milijona celic, na kateri smo izvedli približno 3.7 milijonov časovnih 
korakov, kar znaša 14.5 minut realnega časa oziroma 15,883 brezdimenzijskih časovnih enot. 
Sekunde pretvorimo v brezdimenzijske časovne enote tako, da jih pomnožimo s povprečno 
hitrostjo na vstopu in delimo s koeficientom za pretvorbo brezdimenzijskih dolžinskih enot v 
metre. Povedano na drugačen način je časovni interval reševanja enačb ustrezal času, ko 
tekočina 476 krat preteče celotno dolžino domene na sliki 1.2. 




3.3 Algoritem  
Algoritmi, kot so SIMPLE, PISO in PIMPLE [22], ki se uporabljajo za simulacijo nestisljivih 
tekočin, rešujejo sklopljeno tlačno in gibalno enačbo. Tlačna enačba v nestisljivih modelih sledi 
iz kontinuitetne enačbe. SIMPLE algoritem se priporoča za analizo stacionarnih stanj, PISO za 
izračun prehodnih pojavov, PIMPLE algoritem pa je kombinacija prvih dveh. Našteti algoritmi 
spadajo v skupino tlačnih algoritmov. Zraven omenjene obstajaja še ena večja skupina 
algoritmov, ki rešujejo ohranitvene enačbe z gostoto. Za reševanje nestisljivega toka so v 
uporabi le tlačni algoritmi, slednji pa se koristijo pri stisljivih tokovih. V magistrski nalogi smo 
uporabili algoritem PISO. 
Algoritmi SIMPLE, PISO in PIMPLE v osnovi delujejo po enakem principu, razlikujejo 
se glede načina vpeljave časa in konsistence sklopitve hitrostno tlačne enačbe. Nestisljivost 
deloma olajša izračune, saj je treba rešiti le gibalno enačbo (2.2), dodatno pa je treba v enačbo 
pripeljati informacijo o gradientu tlaka, ki sledi iz kontinuitetne enačbe. V gibalni enačbi so štiri 
neznanke: tri komponente hitrostnega vektorja in tlak. Sistem enačb za ohranitev gibalne 
količine je sestavljen iz treh enačb in štirih neznank. Za rešitev sistema je potrebno tlak 
izračunati iz kontinuitetne enačbe (2.1). Ta enačba sicer ne vsebuje tlaka. Algoritmi za 
simulacije nestisljivih tokov problem razrešijo s predelavo enačbe za ohranitev mase, tako da z 
njeno pomočjo izračunamo tlak [23]. Nad levo in desno stranjo gibalne enačbe (2.2) delujemo 
z operatorjem divergence, nato pa diskretiziramo čas. Kontinuitetna enačba omogoča 
eliminacijo nekaterih členov tako, da pridemo do Poissonove enačbe za tlak. Sistem postane 
rešljiv, ker ga sestavljajo štiri enačbe in štiri neznanke.  
PISO algoritem je sestavljen iz več korakov tipa prediktor-korektor, število katerih je 
mogoče nastaviti v programu OpenFOAM. Algoritem je shematsko prikazan na sliki 3.1 in je 
natančneje opisan v nadaljevanju. 




Slika 3.1: PISO algoritem [24]. 
Algoritem začne z reševanjem gibalne enačbe s približnim tlakom iz predhodnega 
časovnega koraka. Hitrost, ki jo dobimo s takim postopkom, ne zadosti kontinuitetni enačbi, 








kjer sta člena H(U) in A odvisna od hitrosti iz predhodnih časovnih korakov, njihove podrobne 
oblike pa so zapisane v [23]. Hitrost se nato popravi z:
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 𝛻𝑝. (3.3) 
Ta korak lahko ponovimo večkrat v enem časovnem koraku, v magistrski nalogi smo v 
vsakem časovnem koraku izvedli dve ponovitvi. Po zaključku zanke se hitrost ob novem času 










kjer * označuje neznano hitrost, n in n-1 pa poznani hitrosti iz prejšnjih časovnih korakov. 
Časovni korak v naših simulacijah je bil spremenljiv in smo ga omejili s pogojem, ki predstavlja 
poostreno različico Courant-Friedrichs-Lewyjevega pogoja: 









) < 0.4. (3.5) 
PISO algoritem je stabilen za časovne korake, ki zagotavljajo Co< 1, z nižanjem Co pa se 
nekoliko poveča natančnost integracije po času. Za izračune je bilo uporabljeno vozlišče z 20 
procesorskimi enotami na gruči Razor Odseka za reaktorsko tehniko Inštituta Jožef Stefan. 
Izračun sekunde časa je trajal približno 11.3 ur računskega časa. Povprečen časovni korak je 
znašal 0.00022 s. Skupaj smo za simulacijo porabili 12,047 ur računskega časa oziroma 25 dni 
računanja na dvajsetih procesorjih (Tabela 3.1). Ker smo uporabljali manj strog pogoj za Co kot 
v DNS (Co < 0.1) je bil časovni korak v LES večji kot v DNS, kar je še dodatno pospešilo naš 
račun. 
 
Tabela 3.1: Primerjava računskih mrež, ter časovne zahtevnosti LES in DNS Odra [1]. 
 LES DNS 
Število točk 2,363,917 31 milijonov 
število časovnih korakov 3.7 milijonov 12 milijonov 
𝛥𝑡 4E-3 4E-4 
Skupen simuliran čas 15,883 4,900 
Računska zahtevnost 12 tisoč ur   3 milijone ur   
 
3.4 Računska mreža  
Mrežo smo skonstruirali z modulom blockMesh programa OpenFOAM. Volumni celic v 
domeni so prikazani na slikah 3.2 in 3.3. DNS za simulacijo uporablja približno petnajstkrat več 
točk kot LES, ob tem pa dodatno natančnost v DNS zagotavlja še metoda spektralnih elementov, 
ki je bolj natančna od metode končnih volumnov drugega reda natančnosti, ki smo jo uporabili 
v magistrski nalogi. 
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Iz tabele 3.2 je razvidno, da so dimenzije najmanjših celic enakega reda velikosti v LES, 
kot so razdalje med točkami v DNS. Najmanjše celice LES imajo v povprečju dvakrat daljše 
stranice od razdalj med točkami v DNS. Dimenzije so enakega reda velikosti v obeh simulacijah, 
ker morajo ustrezati pogoju y+ ≈ 1 ob stenah domene. LES na svoji računski učinkovitosti 
pridobi na celicah v notranjosti domene, ki imajo stranice tudi do petkrat daljše od razdalj med 









Slika 3.3: Prikaz volumnov celic na ravnini x = 8. Enote barvne skale so zapisane v brezdimenzijskih 
enotah. 
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Tabela 3.2: Primerjava krajevne diskretizacije LES in DNS Odra [1]. Krajevna diskretizacija LES 
podaja dimenzije celic metode končnih volumnov, DNS pa razdalje med točkami metode spektralnih 
elementov. 
 LES DNS 
𝛥𝑥 ∈ [0.0149, 0.1053] [0.0212, 0.0586] 
𝛥𝑦 ∈ [0.0073, 0.1378] [0.0037, 0.0269] 
𝛥𝑧 ∈ [0.0077, 0.1390] [0.0040, 0.0493] 
 
Preden pojasnimo pravila, po katerih smo generirali zgoščeno mrežo v bližini sten, 
definiramo brezdimenzijske enote za razdaljo, ki so uporabne v mejni plasti. To je tanek sloj 
toka ob steni, kjer se generira večina turbulence in hitrostnih fluktuacij. Definiramo strižno 
hitrost 𝑢∗ kot: 







kjer je 𝜏𝜔 strižna napetost merjena ob steni in 
𝑑𝑈
𝑑𝑛
 odvod komponente hitrosti v smeri toka glede 





kjer je h koeficient za pretvorbo brezdimenzijskih dolžinskih enot v metre. Obe spremenljivki 
u* in Reτ karakterizirata stensko trenje v kanalu pred stopnico, ki ga napove natančna metoda 
DNS in naša LES metoda. 
Povečana gostota mreže v mejni plasti močno vpliva na natančnost simulacije, kjer imajo 
računane spremenljivke velike gradiente. Za konstrukcijo mreže v magistrski nalogi je bil 
uporabljen pristop, ki ga predlaga Gerasimov [25]. Pristop temelji na uporabi vrednosti y+, ki 
definira debelino končnih volumnov tik ob steni. Stenske enote 𝑦+ so definirane kot: 




kjer je vrednost y oddaljenost od stene. Priporočena debelina končnih volumnov ob steni je v 
LES računih y+ ≈ 1, z oddaljevanjem od stene pa se debelina volumnov lahko povečuje [25]. 
Vrednost y, ki smo jo uporabili za izračun y+ ob steni in odvoda komponente hitrosti v smeri 
toka glede na normalo stene, je prikazana z rdečo puščico na sliki 3.4 in sega od dna domene do 
središča prve celice. Vrednosti, ki jih predlaga Gerasimov, smo v magistrski nalogi dosegli z 
lokalno zgostitvijo celic ob stenah. Povprečna vrednost y+ ob stenah znaša 0.502, maksimalna 
1.711. 




Slika 3.4: Parameter y (rdeča barva), ki je potreben za izračun vrednosti y+ prve celice ob steni. Enaka 
dolžina se uporabi tudi za normalo pri 𝑑𝑈
𝑑𝑛
. T1 in T2 predstavljata središči celic, kvadrati okoli njiju 
celice, siv kvadrat dno domene, modra krivulja pa skicira profil toka. 
 
3.5 Začetni in robni pogoji  
Cilj simulacije je izračun časovnega povprečja polno razvitega turbulentnega toka. Začetno 
hitrostno polje, ki ga predpišemo v domeni na začetku simulacije, nima te lastnosti, če pa takšno 
začetno stanje dovolj dolgo simuliramo z reševanjem enačb, sčasoma ustvarimo realni vzorec 
turbulentnega toka. Opisan postopek je lahko dolgotrajen in si ga še posebej v primeru zahtevnih 
simulacij želimo čim bolj skrajšati. To lahko naredimo na več načinov: 
 z izdelavo grobe mreže za razvoj turbulentnega toka, iz katere se nato polje preslika v 
prvotno mrežo; 
 z začetnim modeliranjem toka samo v vstopnem delu geometrije (d0, slika 1.2), ki se ga 
po razvoju turbulentnega toka preslika kot v prvem primeru; 
 ali pa z začasnim znižanjem viskoznosti, kar poveča Reynoldsovo število in poveča 
turbulenco. 
Turbulenten tok v nalogi smo z začetnega stanja razvili z znižanjem viskoznosti za dva 
velikostna reda, nato pa smo jo postopoma zvišali na željeno vrednost. Polno razvit turbulenten 
tok identificiramo s spremljanjem parametrov v odvisnosti od časa. Zato smo v geometrijo 
namestili deset kontrolnih točk, v katerih smo spremljali vrednosti hitrosti, tlaka in vrtinčne 
viskoznosti. Polno razvit turbulenten tok prepoznamo po statistično stacionarnem stanju 
opazovanih parametrov, za katerega so značilna nihanja okoli konstantne povprečne vrednosti. 
Na sliki 3.6 so prikazane vrednosti amplitude hitrosti na treh izmed desetih kontrolnih točk v 
3.5.   Začetni in robni pogoji 
35 
 
odvisnosti od časa. Hitrost je podana v brezdimenzijskih enotah. Z rdečo črto je označen čas, ko 
smo se odločili, da je doseženo dovolj dobro statistično stacionarno stanje. Po tem času smo 
začeli s časovnim povprečenjem rezultatov. 
 
Slika 3.5: Spreminjanje hitrosti v kontrolnih točkah. Navpična rdeča črta označuje približen začetek 
statističnega stacionarnega stanja. 
V tabeli 3.3 so podani robni pogoji, uporabljeni v naši simulaciji. Pogoj "Izračunan" se 
ovredoti v odvisnosti od ostalih robnih pogojev. Nastavitev "Brez gradienta" zagotovi gradient 
v smeri normale enak 0. Robni pogoj "Pritok-iztok" v primeru toka iz domene upošteva 
nastavitev "Brez gradienta", v primeru toka v domeno pa se nastavi fiksna vrednost hitrosti. V 
nalogi smo nastavili fiksno vrednost povratnega toka na 0 in s tem onemogočili povraten tok v 
domeno na izstopu iz kanala. Delovanje robnega pogoja je prikazano na sliki 3.5. Robni pogoj 
(0 0 0) pa zagotovi hitrost enako 0 ob stenah.  
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Tabela 3.3: Robni pogoji 
 Vstop v kanal Iztok iz kanala Stene 
Hitrost Metoda recikliranja Pritok-iztok (0 0 0) 




3.6 Snovske lastnosti  tekočine  
V nalogi simuliramo vodo s temperaturo 25 °C. Fizikalne lastnosti vode so pridobljene iz baze 
NIST [27] in so podane v tabeli 3.4. Tlak in temperatura iz tabele 3.4 sta služila za določevanje 
gostote in viskoznosti iz podatkovne baze. 
Tabela 3.4: Fizikalne lastnosti vode. 
Lastnost vode Vrednost Enota 
T 25 °C 
p 101,325 Pa 
ρ 997.05 Kg m-3 
η 8.90E-4 Pa s 
ν 8.93E-7 m2 s-1 
 
Reynoldsovo število DNS [1] v LES zagotovimo z ustrezno povprečno hitrostjo tekočine 
ub na vstopu, ki se izračuna kot: 
 𝑢𝑏 =  
𝑅𝑒 𝜈
𝐷ℎ
.   (3.9) 







V tem poglavju rezultate našega LES računa primerjamo z rezultati DNS [1]. V poglavju 
uporabljamo oznake u, v, w za komponente hitrosti v smereh x, y in z. Hitrosti v prvem delu 
poglavja so normirane s povprečno hitrostjo na vstopu v kanal (3.9), v drugem delu pa je 
normalizacija podana na grafih. Časovno povprečene hitrosti so označene kot ?̅?, ?̅?, ?̅?, njihove 
fluktuacije pa z 𝑢′̅, 𝑣′̅, 𝑤′̅̅ ̅. V prvem delu poglavja primerjamo kvalitativne opise časovno 
povprečenega tridimenzionalnega toka. Primerjamo nivojnice z ničelno vrednostjo vseh treh 
komponent hitrosti na različnih ravninah, ki ponazarjajo obliko območja recirkulacije in 
vrtincev. Drugi del poglavja vsebuje natančnejše primerjave profilov različnih spremenljivk v 
izbranih daljicah znotraj računske domene. Povprečne hitrosti so izračunane kot aritmetična 
sredina po:  






 ,   (4.1) 
kjer simbol 𝑢 zastopa povprečno hitrost v izbrani smeri, N - število časovnih korakov in 𝑢𝑖𝑛 
lokalno hitrost ob časovnem koraku n. Fluktuacije hitrosti izračunamo kot: 








𝑛 −  𝑢𝑗).   (4.2) 
V primeru fluktuacije v smeri x, y ali z sta indeksa i in j enaka, za Reynoldsove napetosti 
pa sta različna.  
Točnost metode velikih vrtincev lahko za začetek ocenimo s primerjavo toka v kanalu 
pred stopnico. Primerjamo najprej strižne hitrosti in strižna Reynoldsova števila. Strižna sila na 
steno je krajevna funkcija. Strižno Reynoldsovo število se izračuna s povprečno strižno hitrostjo 
vseh sten. Spremenljivke primerjamo v kanalu pred stopnico, kjer je končna strižna hitrost 
povprečena po celicah vseh štirih sten dovodnega kanala. Strižna hitrost v LES je 0.0136 m/s, 
iz česar sledi, da je v LES Reτ=191. DNS napove Reτ=207. Opazimo odstopanje v strižnem 
Reynoldsovem številu med simulacijama za približno 8%, čeprav sta Reynoldsovi števili 
simulacij enaki. Natančnejšo primerjavo dajeta časovno povprečena profila hitrosti v smeri toka 
ravnine x = -6, ki sta na sliki 4.1 označena s Presek 1 in Presek 2. Profila sta normirana s 
povprečno hitrostjo tekočine na vstopu v domeno. Na sliki 4.1 sta označeni tudi prvi točki od 
roba domene. Razvidno je, da lokaciji točk malo odstopata in da je druga točka v LES bližje 
steni kot v DNS. Čeprav je prostorska diskretizacija natančnejša v DNS (tabela 3.1), je prva 
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točka v LES bližje steni, ker se nahaja na sredini kontrolnega volumna. To odstopanje skupaj s 
približkom LES in razlike v natančnosti med metodo končnih volumnov in spektralno metodo 
so najverjetneje razlogi za odstopanje strižnih Reynoldsovih števil. Pri večjih oddaljenostih 
povprečna hitrost LES preseže povprečno hitrost DNS. Precenjena povprečna hitrost v večji 
oddaljenosti od stene je dobro znana nenatančnost metode velikih vrtincev s podmrežnim 
modelom WALE [24], ki je uporabljena v magistrski nalogi. Slika 4.1 daje osnovne namige o 
razlikah, ki jih lahko pričakujemo, ko smo izjemno natančno in časovno potratno simulacijo s 
pristopom DNS nadomestili z manj natančnim modelom LES. 
 
 
Slika 4.1: Primerjava povprečne hitrosti iz simulacij LES in DNS [1] v kanalu pred stopnico. Presek 1 
in Presek 2 se nahajata na ravnini x = -6, točni lokaciji sta podani na skicah. S krogci sta označeni 
drugi mrežni točki od roba domene. 
 
4.1 Kvalitativni  opis toka 
V tem podpoglavju je tok v domeni za stopnico prikazan v treh dimenzijah. Poudarek je na 
vrtincih in območju recirkulacije, ki so predstavljeni s tokovnicami, na katerih so posamezne 
komponente hitrosti enake 0. V poglavju predstavimo razlike v oblikah in dimenzijah vrtincev 
med LES in DNS, ki so nato podprta z odstopanjem profilov hitrosti v naslednjem poglavju. 
Na sliki 4.2 je trenutno hitrostno polje u polno razvitega turbulentnega toka na ravnini       
z = 0. Čeprav trenutna hitrostna polja vsebujejo naključne turbulentne fluktuacije, je iz slike 
razvidno, da se tok loči na tok v prvotni smeri, obravan z rdečo bravo, in na tok, ki se giblje 
stran od iztoka, obarvan z modro barvo. Pojavov, značilnih za geometrijo stopnice, pa na podlagi 
trenutnih hitrostnih polj ne moremo enostavno identificirati, saj se turbulentne fluktuacije hitro 
spreminjajo s časom. 
 






Slika 4.2: Trenutno polje komponente hitrosti u na ravnini z = 0.  
4 .1 .1  Časovno povprečena polja  
V tem podpoglavju obravnavamo časovno povprečena hitrostna polja. Časovno 
povprečenje hitrostnega polja izbriše naključne majhne vrtince, ki so prisotni na sliki 4.2, in 
prikaže povprečno kolektivno gibanje toka v geometriji. Na sliki 4.3 so iz časovno povprečenih 
hitrostnih polj v treh dimenzijah prikazani vrtinci območja recirkulacije, ki jih napove LES. 
Slika je izrezana približno po ploskvi, na kateri je hitrost v smeri glavnega toka enaka 0. Vektorji 
takoj za stopnico (x < 4) prikazujejo manjše vrtince, vektorji, ki se razprostirajo med x ≈ 4 in x 
≈ 12, pa glavni vrtinec. Hitrost toka v glavnem vrtincu je višja od hitrosti v majhnih vrtincih, 
kar pokazujejo dolžine in obarvanja vektorjev na sliki. Vidimo, da je tok na dnu domene blizu 
iztoka v smeri glavnega toka. Območje recirkulacije se zaključi, ko hitrost v smeri x spremeni 
predznak iz negativnega na pozitivnega pri x ≈ 15. Slika 4.3 natančneje prikazuje majhne 
vrtince takoj za stopico, v zaključku podobna slika 5.1 natančneje prikazuje zaključek območja 
recirkulacije in stekanje fluida od ploskve, ki ločuje območji, v glavni vrtinec. 
 
 
Slika 4.3: Tridimenzionalni prikaz vrtincev v območju recirkulacije s poudarkom na vrtincih takoj za 
stopnico. 
Na slikah 4.4 in 4.5 je s projekcijami tokovnic na različne ravnine prikazana oblika toka 
v njih. V geometriji stopnice se po odlepljenju toka od stopnice začnejo formirati večji vrtinci, 
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ki segajo v y smeri do spodnjega roba dovodnega kanala. Nad vrtinci prevladuje tok v prvotni 
smeri. Območji ločuje nivojnica, na kateri je hitrost ?̅? enaka nič. Vrtinci pod nivojnico ?̅? = 0 
tvorijo območje recirkulacije, kjer se nahajata dva večja vrtinca, ki sta vidna na sliki 4.4. Manjši 
vrtinec je viden takoj za stopnico, razteza se med x ≈ 0 in x ≈ 2. Sledi mu večji, glavni vrtinec, 
ki se razprostira med x ≈ 2 in x ≈ 14. Na sliki 4.3 so projekcije tokovnic na ravnini z = 0 in z = 
-1.36. Razvidno je, da sta vrtinca na prikazanih ravninah različnih dimenzij. Glavni vrtinec se 
med ravninama razlikuje tudi po obliki.  
Tridimenzionalno geometrijo toka, prikazano na sliki 4.4, si ogledamo še po ravninah y 
na sliki 4.5. Na sliki 4.5 so projekcije tokovnic na ravnine y = 0.8, y = 0, y =-0.8 in y = -1.6 
prikazane na enak način kot na sliki 4.4. Ravnina y = 0 se nahaja na višini spodnjega roba 
vstopnega dela kanala. Prvi dve sliki 4.5 ne pokažeta večjih vrtincev, tokovnice so rahlo 
ukrivljene na ravnini y = 0 pri vrednostih x < 1. Ravnini pod spodnjim robom dovodnega kanala 
pa kažeta, da je vrtinčenje simetrično glede na ravnino z = 0. Zopet je očitna tridimenzionalna 
oblika vrtincev. Med ravninama y = -0.8 in y = -1.6 je razlika v obliki in lokacijah centrov 





Slika 4.4: Projekcije tokovnic na ravnini z = 0 (zgoraj) in z = -1.36 (spodaj). Barva prikazuje velikost 
hitrosti. 
 






Slika 4.5: Od zgoraj navzdol: projekcije tokovnic na ravnine y = 0.8, y = 0, y = -0.8, y = -1.6. Barva 
prikazuje velikost hitrosti. 
Na slikah 4.6 do 4.9 je točnost LES ocenjena na podlagi primerjave z rezultati DNS Odra 
[1]. Za primerjavo so na slikah izrisane nivojnice časovno povprečenih hitrosti, ki imajo 
vrednost enako 0. Z rdečo barvo so izrisane nivojnice LES, z modro pa DNS. Barvna polja, 
prikazana na slikah pod tokovnicama, so rezultati LES.  
Na sliki 4.6 je prikazana komponenta hitrosti ?̅?. Primerjava je narejena na ravnini z = 0 in 
na ravnini z = -1.36. Tridimenzionalnost toka se kaže v razlikah nivojnic enake simulacije med 
ravninama. Pojav je prisoten pri obeh simulacijah. Na obeh ravninah je takoj za stopnico na dnu 
viden majhen vrtinec, ki ga loči tokovnica od glavnega vrtinca. Ta vrtinec se na ravnini                   
z = -1.36 med simulacijama zelo dobro ujema, krivulji se prekrivata. Iz odstopanja med 
nivojnicama LES in DNS na ravninah je mogoče sklepati, da so vrtinci v LES in DNS rezultatih 
sicer podobni, a ne povsem enaki. Odstopanje v obliki je razvidno predvsem v ravnini z = - 1.36, 
na kateri sta obliki glavnega vrtinca drugačni. Hitrost ?̅? izven območja recirkulacije je vedno 
pozitivna, v območju recirkulacije pa prevladuje negativen predznak.  







Slika 4.6: Hitrostno polje ?̅? in nivojnice ?̅? = 0 na ravnini z = 0 (zgoraj) in na ravnini z = -1.36 
(spodaj). V ozadju je hitrostno polje LES. Rdeča nivojnica: LES, modra:DNS.  
 
Na sliki 4.7 je hitrostno polje ?̅? na ravninah z = 0 in z = -1.36. Ločitev toka na območje 
recirkulacije in tok v prvotni smeri, ki je bila obravnavana že pri slikah 4.4 in 4.6, se kaže tudi 
v polju komponente ?̅?. Ker je ?̅? nad nivojnico ?̅? = 0 večinoma negativna, pod njo pa pretežno 
pozitivna, lahko predpostavimo, da tok v prvotni smeri pretaka fluid v območju recirkulacije. 
Na sliki 4.7 je ponovno opazno odstopanje v dimenziji in obliki vrtincev med simulacijama LES 
in DNS. Opazimo, da je ujemanje polja ?̅? slabše kot ujemanje polja ?̅? na ravnini z = 0, obratno 
pa je na ravnini z = -1.36. Iz primerjave nivojnic ?̅? = 0 in ?̅? = 0 vidimo, da so časovno povprečeni 
vrtinci, ki jih napove metoda LES sicer podobni tistim iz natančnejšega DNS računa, a je 
odstopanje prevsem v dimenziji vrtincev. 
  
 
Slika 4.7: Hitrostno polje ?̅? in nivojnice ?̅? = 0 na ravnini z = 0 (zgoraj) in na ravnini z = -1.36 
(spodaj). V ozadju je hitrostno polje LES. Rdeča nivojnica: LES, modra:DNS. 
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Na sliki 4.8 primerjamo ?̅?, ?̅? in ?̅? komponente hitrosti iz LES in DNS na ravninah tik nad 
spodnjo ploskvijo pod stopnico (prikazana na skici slike 4.8). Polja so prikazana v končnih 
volumnih, oziroma točkah, ki so najbližje steni y = -2. V LES so prve točke od spodnje stene 
oddaljene za 0.0038 brezdimenzijske enote, v DNS pa za 0.0044 brezdimenzijske enote. 
Koordinata y ravnine v LES je -1.9962, v DNS pa -1.9956. Hitrosti točno na dnu domene ni 
mogoče primerjati, ker so zaradi robnih pogojev enake 0. 
Na sliki 4.8 so tik nad spodnjo steno y ≈ -2 prikazane nivojnice ?̅? = 0 (zgoraj), ?̅? = 0 (v 
sredini) in ?̅? = 0 (spodaj) iz LES in DNS. V ozadju je prikazano polje pripadajoče komponente 
hitrosti LES.  
Polje ?̅? na sliki 4.8 zgoraj daje najboljšo predstavo o razsežnostih časovno povprečenih 
vrtincev. Na začetku domene pri x < 0.06 vidimo majhen vrtinec, kjer se tok giblje stran od 
iztoka. Vrtinec napovesta obe metodi, najbolj pa obliki odstopata ob stenah domene. Za tem 
vrtincem se tok nad spodnjo steno giblje v smeri iztoka do x ≈ 3. Sledi glavni časovno 
povprečeni vrtinec, v katerem tok ob ravnini y ≈ -2 teče proti stopnici. Območje glavnega 
vrtinca se pri LES razprostira med x ≈ 3 in x ≈ 15. Metoda DNS napove nekoliko večji glavni 
vrtinec kot LES. Razlika je tudi v obliki zaključka vrtinca.  
Rezultati polja ?̅? prikazujejo tanko plast toka ob stenah, ki teče navzdol, na sredini pa 
navzgor. Simulaciji se na videz najbolj razlikujeta pri vrednostih x > 13, kjer metoda DNS 
napove večje število majhnih vrtincev, LES pa manjše število večjih. Ker pa so te vrednosti zelo 
majhne in nihajo okoli vrednosti nič, bi se z daljšim časom povprečenja verjetno ničli še bolj 
približali. Takšno obnašanje toka nakazuje formacijo nove mejne plasti, in v primeru daljše 
domene bi tam verjetno lahko opazovali ponovno vzpostavitev toka, značilnega za kvadraten 
kanal brez stopnice.  
Polje komponente ?̅? ima nivojnico ?̅? = 0 približno na sredinski črti domene. Tok teče od 
sten z = 1.8 in z = - 1.8 proti sredinski črti domene in je podoben v rezultatih LES in DNS. 
Nivojnica ?̅? = 0 od simetrale odstopa najbolj na začetku domene x < 1.8. To je območje tik za 













Slika 4.8: LES hitrostna polja na ravnini, ki jo sestavljajo prve točke od dna domene. Nivojnice 
označujejo vrednost 0, rdeča: LES, modra: DNS. Zgoraj: ?̅?, sredina: ?̅?, spodaj: ?̅?. 
 
 
Slika 4.9: LES hitrostno polje ?̅? in pripadajoče nivojnice ?̅? = 0 na ravnini y = -1.6 (zgoraj) in               
y = -0.8 (spodaj). Rdeče nivojnice: LES, modre: DNS.  
Na sliki 4.9 primerjamo nivojnice ?̅? = 0 še na dveh ravninah, in sicer y = -1.6 (zgoraj) in 
y = -0.8 (spodaj). Obe simulaciji napovesta zmanjševanje in pomik nivojnice ?̅? = 0 k stopnici z 
oddaljenostjo od dna domene, kar je razvidno tudi iz slike 4.6. Razlika v obliki pa ostaja. 
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Na sliki 4.10 je velikost vektorja hitrosti LES (zgoraj) in DNS (spodaj) na ravninah x = 2, 
x = 5, x = 10 in x = 12, ter projekcija tokovnic na te ravnine. Območje pod stopnico in kanal nad 
stopnico ločuje ravnina y = 0.  
Najprej komentirajmo rezultate LES. Na ravnini x = 2 gre tok v domeni pod stopnico 
navzgor, kjer je tudi ob stenah prisotno vrtinčenje. Nad stopnico je vidnih več vrtincev tako 
imenovanega sekundarnega toka. Te vrtinci izhajajo že iz vstopnega kanala in se z oddaljenostjo 
od stopnice počasi izgubijo. Ohrani se vrtinčenje v zgornjih robovih domene. Ravnina x = 5 ima 
pod stopnico ob stenah že razvita vrtinca, ki potiskata tok v sredino domene. Vrtinčenje je 
prisotno tudi na sredini domene in je simetrično na ravnino z = 0. Na ravnini x = 10 sta stranska 
vrtinca manj intenzivna, vrtinec iz sredine pa spremeni obliko in se pomakne proti sredini dela 
domene pod stopnico. V spodnjih robovih nastaneta še dva manjša vrtinca. Na ravnini x = 15 se 
stranska vrtinca zopet povečata v primerjavi z ravnino x = 10. Vrtinec iz sredine spodnjega dela 
domene pa se zmanjša in pomakne k dnu. Nad ravnino y = 0 na vseh slikah vidimo manjše 
vrtince in popačenje tokovnic. Metoda DNS tudi napove vrtinčenje nad ravnino y = 0, ki pa je 
manj intenzivno kot pod njo [1]. 
Metodi LES in DNS se najbolje ujemata na ravnini x = 2, kjer obe napovesta tok navzgor 
pod stopnico in formacijo vrtincev tik pod ravino y = 0. Na ostalih ravninah se rezultati metod 
razlikujejo po lokacijah in oblikah vrtincev. Na ravnini x = 5 metoda DNS napove velika vrtinca 
pod stopnico (y ≈ −1, 𝑧 ≈ ±1.5) višje kot LES. Na ravninah x = 10 in x = 15 pa je območje 
največjega vrtinčenja pri LES nižje kot pri DNS. 
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Slika 4.10: Sekundarna gibanja časovno povprečenega toka v LES prikazana s tokovnicami na 
različnih ravninah x (zgornje štiri slike) in prikazana z vektorji iz DNS [1] (spodnje štiri slike). Za oba 
primera velja: zgoraj levo x = 2, zgoraj desno x = 5, spodaj levo x = 10, spodaj desno x = 15. Barve 
prikazujejo velikost vektorja hitrosti v LES, dolžine pa velikost vektorja v DNS. 
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Na sliki 4.11 je porazdelitev turbulentne kinetične energije, ki smo jo definirali z enačbo 
(2.7) na ravnini y = 0. Največ turbulentne kinetične energije je okoli nivojnice ?̅? = 0 in blizu 
ravnine y = 0. To je posledica velikih gradientov hitrosti, v katerih se generira največ turbulence. 
Okoli ravnine y ≈ 0 smo natančnost simulacije povečali z lokalno zgostitvijo celic (prikazano 
na slikah 3.2 in 3.3). Večje količine turbulentne kinetične energije so tudi v mejnih plasteh tik 
ob stenah, kar na sliki najlažje opazimo v kanalu pred stopnico. Tudi tam je višja vrednost 




Slika 4.11: Polje gostote turbulentne kinetične energije na ravnini z = 0. Prikazana je brezdimenzijska 
vrednost k/ub2. 
 
4.2 Kvantitativni opis toka 
Tok v geometriji stopnice v tem poglavju natančneje opišemo s kvantitativnimi rezultati. 
Točnost metode LES je ocenjena na podlagi primerjave časovno povprečenih profilov hitrosti 
in njihovih fluktuacij s profili DNS. Na slikah so z neprekinjeno črto izrisani profili LES, s 
črtkano črto pa profili DNS. Profili na istih lokacijah so obarvani z enako barvo. V glavnem 
tekstu primerjamo profile dveh ravnin in sicer y = 0 in z = 0, ki so dovolj reprezentativni za 
oceno točnosti LES metode, v dodatku pa so še primerjave v nekaterih drugih ravninah. 
Na sliki 4.12 primerjamo profile ?̅?, ?̅? in ?̅?  na ravnini z = 0. Slika komponente ?̅? kaže, da 
se maksimum hitrosti pomika navzdol z oddaljenostjo od stopnice zaradi večjega preseka, ki ga 
ima tekočina na voljo. Pod stopnico je na nekaterih mestih povprečna hitrost ?̅? negativna, kar 
nakazuje na vrtince območja recirkulacije. Negativna hitrost se postopoma manjša, nato pa se 
celoten tok giblje v prvotni smeri, s čimer se območje recirkulacije zaključi. Razlike med LES 
in DNS profili so predvsem posledica modeliranja turbulence v modelu LES. Rezultate DNS v 
tem delu obravnavamo kot absolutno točne, vendar pa so tudi ti rezultati obremenjeni s 
statistično napako zaradi časovnega povprečenja po končnem časovnem intervalu. Iz [1] lahko 
razberemo, da so tipične statistične negotovosti DNS rezultatov 1-2% za povprečne hitrosti, ter 
3-4% za fluktuacije hitrosti. 
Poglavje 4.   Rezultati 
48 
 
Iz rezultatov ?̅? vidimo, da za stopnico prevladuje tok navzdol. Območja, kjer je ?̅? 
pozitivna, ležijo v območju recirkulacije. To območje je pod ravnino y = 0, nad njo je hitrost 
vedno negativna. Po območju recirkulacije celotni profili postanejo negativni. Pojav je pri LES 
opazen po ravnini x = 16, kar je na mestu začetka celotnih pozitivnih profilov ?̅?. Točne lokacije 
mest sprememb predznakov hitrosti ležijo v nivojnicah ?̅? = 0, prikazanih na slikah podpoglavja 
4.1. Pri DNS se pozitiven predznak ?̅? blizu dna domene ohrani tudi po ravnini x = 20. 
Vrednosti ?̅? v ravnini z = 0 so posledica šuma, saj je to simetrijska ravnina [1]. Iz slike 
4.8 je razvidno, da se približno na sredini nahaja nivojnica ?̅? = 0. V primeru neskončno dolgega 
povprečenja bi bila vrednost ?̅? enaka 0. Odstopanja ?̅? od 0 na tej ravnini zato služijo za oceno 
statistične negotovosti rezultatov. Opazimo lahko, da je zaradi daljšega povprečenja v LES 
povprečna hitrost ?̅? na ravnini z = 0 bližje vrednosti 0, kot v rezultatih DNS. 
Relativne razlike med DNS in LES v toku za stopnico na sliki 4.12 so večje kot razlike 
med obema simulacijama v toku tik pred samo stopnico na sliki 4.1. To potrjuje tezo, da model 
vrtinčne viskoznosti WALE v modelu LES ni optimalen. 
 
Slika 4.12: Časovno povprečeni profili ?̅? (zgoraj levo), ?̅? (zgoraj desno) in ?̅? (spodaj levo) na 6 
daljicah v ravnini z = 0. Polne črte: LES, črtkane črte: DNS. Profili iste barve pripadatjo isti daljici. 
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Na sliki 4.13 so prikazane fluktuacije vseh treh komponent hitrosti in vse tri Reynoldsove 
napetosti na ravnini z = 0. Fluktuacije 𝑢′̅ nad ravnino z = 0 pred stopnico so porazdeljene 
podobno kot v toku skozi kanal med dvema vzporednima ploščama [1]. Za tok v kanalu med 
vzporednima ploščama so značilne maksimalne fluktuacije hitrosti v bližini sten. Za stopnico se 
maksimum fluktuacij 𝑢′̅ z večanjem razdalje od stopnice pomika k nižjim vrednostim. Najvišje 
fluktuacije so med x = 0 in x = 4, kar sovpada tudi z maksimumom Reynoldsovih napetosti 𝑢′̅𝑣′̅. 
Kljub temu, da je povprečna vrednost komponente hitrosti ?̅? blizu nič in je posledica šuma, 
njene fluktuacije pokažejo podobno dogajanje kot 𝑢′̅ in 𝑣′̅. Omenjeno je posledica vrtinčenja, ki 
spreminja smer toka w najpogosteje tam, kjer je največ turbulence. Vrednost nič pa morajo v 
simetrijski ravnini z = 0 zavzeti mešani členi fluktuacij 𝑣′̅𝑤′̅̅ ̅ in 𝑢′̅𝑣′̅ . Enako kot vrednost ?̅? 
neničelne vrednosti podajajo informacije o statistični negotovosti. 
Če primerjamo rezultate LES in DNS opazimo, da so maksimumi krivulj DNS večinoma 
pri višjih vrednostih y kot LES. To je posledica hitrejšega toka v smeri x in y na in v bližini 
ravnine z = 0 v LES. Odstopajo tudi maksimumi 𝑣′̅, ki so v DNS profilih višji od maksimumov 
LES profilov.  
Čeprav v LES metodi zanemarimo fluktuacije, ki jih ustvarjajo najmanjši vrtinci, pa je iz 
profilov na sliki 4.13 očitno, da je prispevek zanemarjenih vrtincev k fluktuacijam majhen. 




















Slika 4.13: Časovno povprečeni profili komponent Reynoldsovega napetostnega tenzorja na ravnini     
z = 0. Kvadrati fluktuacij 𝑢′̅2 – zgoraj levo, 𝑣′̅ 2 – zgoraj desno, 𝑤′̅̅ ̅2– sredina levo. Mešani členi: 𝑢′̅𝑣′̅ 
– sredina desno, 𝑣′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj levo, 𝑢′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj desno. Polne črte: LES, črtkane: DNS. Profili iste 
barve pripadatjo isti daljici.  




Na sliki 4.14 primerjamo profile komponent hitrosti 𝑢,̅ ?̅? in ?̅? na ravnini y = 0. Profili se 
med LES in DNS razlikujejo po obliki in deloma po velikosti. Maksimumi komponent ?̅? in ?̅? 
pri DNS so ob robovih domene, pri LES pa so zraven omenjenih ekstremov vrhovi še pri 
vrednosti z ≈ 0. Pri hitrosti ?̅? gledamo maksimalno negativno hitrost. Tok v sredini domene je 
hitrejši v LES, ob straneh pa je pogosto hitrejši v DNS.  
Dodatna maksimuma ?̅? LES sta bolj oddaljena od z ≈ 0 kot maksimuma ?̅? in ?̅?. To je 
posledica vrednosti ?̅? = 0 na simetralni ravnini. Vrednosti ?̅? kažejo tok k steni ob strani domene 
in tok od sten po spremembah predznaka. 
 
 
Slika 4.14: Časovno povprečeni profili ?̅? (zgoraj levo), ?̅? (zgoraj desno) in ?̅? (spodaj levo) na 6 
daljicah v ravnini  y = 0. Polne črte: LES, črtkane črte: DNS. Profili iste barve pripadatjo isti daljici. 
Časovno povprečene fluktuacije vseh treh komponent hitrosti in časovno povprečene 
Reynoldsove napetosti, na ravnini y = 0 so na sliki 4.15. Vrhovi fluktuacij DNS so pogosto višji 
od vrhov LES, kar pomeni, da simulacija DNS napove več vrtinčenja na tej ravnini. Vidimo, da 
je vrtinčenje največje takoj za stopnico, nato pa nizvodno upada. Maksimum 𝑤′̅̅ ̅ na ravnini z ≈ 
0 je posledica spremembe predznaka hitrosti ?̅?. Mešani člen 𝑢′̅𝑣′̅ ima ravno tako pogosto 
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ekstrem na daljici y = z = 0. Preostala mešana člena pa imata na ravnini z ≈ 0 neničelno vrednost, 
ki pa je zelo majhna in sta glede na daljico y = x = 0 antisimetrična. Njuni ekstremi se nahajajo 
v stranskih vrtincih, ki potiskajo vodo od sten k sredini domene. 









Slika 4.15: Časovno povprečeni profili komponent Reynoldsovega napetostnega tenzorja na ravnini     
y = 0. Kvadrati fluktuacij 𝑢′̅2 – zgoraj levo, 𝑣′̅ 2 – zgoraj desno, 𝑤′̅̅ ̅2– sredina levo. Mešani členi: 𝑢′̅𝑣′̅ 
– sredina desno, 𝑣′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj levo, 𝑢′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj desno. Polne črte: LES, črtkane: DNS. Profili iste 
barve pripadatjo isti daljici. 
Poglavje 4.   Rezultati 
54 
 
Razlike med rezultati LES in DNS v nekaterih drugih ravninah y = konst in z = konst 
kažejo podobna odstopanja rezultatov LES modela od rezultatov DNS. Zato smo te primerjave 
zbrali in predstavili v Dodatku A (ravnine y = konst) in v Dodatku B (ravnine z = konst). 
Dodatno smo opravili tudi primerjavo nekaterih maksimalnih in minimalnih vrednosti polj v 
prostoru. Gre za specifičen tip primerjav, ki smo jih zato zbrali v Dodatku C. 
Razlike med oblikami vrtincev ombočja recirkulacije, ki smo jih komentirali v 
podpoglavju 4.1, so v 4.2 podprte z odstopanjem profilov hitrosti. Opazimo lahko, da v LES 
fluid hitreje teče v smeri x in y na sredini domene, v DNS pa pogosto ob straneh. Posledica tega 
je najbolje vidna na sliki 4.8 (zgoraj), na kateri primerjamo nivojnici ?̅? = 0 blizu spodnje plošče. 
Zaradi višjih hitrosti na sredini je nivojnica LES tam bližje stopnici kot DNS, enako pa velja za 
DNS ob straneh. Opisano je vidno tudi na slikah 4.6 in 4.7, kjer sta nivojnici na sredini domene 
LES bližje dnu in se zaključita bližje stopnici kot DNS, ponovno pa velja obratno za tokovnici 
iz ravnine z = -1.36. Razvidno je, da na razlike bolj vpliva presežek negativne ?̅? kot pozitivne 
?̅?, kar se kaže lokalno v hitrejšem stiku odlepljene plasti z dnom v primeru višjih hitrosti. 
Pričakovali bi, da so vse vrste fluktuacij v DNS višje od LES, saj LES ne upošteva 
fluktuacij najmanjših vrtincev. Rezultati pokažejo, da omenjeno ne drži vedno. Najbolj očiten 
pokazatelj tega so fluktuacije 𝑢′̅2 na začetku domene (ravnina x = 4), ki so v LES višje kot v 
DNS. Fluktuacije hitrosti v LES pogosto lokalno presegajo ali dosegajo fluktuacije hitrosti v 
DNS še ob stenah. Izjema napisanemu so profili ob zgornji steni ravnine z = 0. Ker ima metoda 
LES ob steni mrežo zgoščeno, tam direktno simulira večji delež vrtincev kot na sredini domene, 
kjer jih večji delež upošteva z modelom. Ker so največje fluktuacije hitrosti ravno v vrtincih, bi 
zato lahko ob stenah pričakovali približanje fluktuacij v LES fluktuacijam v DNS. Lokalni 
presežki so zanimivost, ki razkrije dodatne lastnosti WALE modela in LES in so znani is 











V magistrski nalogi smo z metodo LES modelirali turbulentni tok vode v kanalu s stopnico. 
Rezultate smo primerjali z zelo natančno direktno numerično simulacijo [1], ki je bila opravljena 
v isti geometriji, pri enakem Reynoldsovem številu in pri enakih robnih pogojih. DNS simulira 
vrtince vseh velikosti in daje najbolj točne napovedi. Vendar za simulacijo celotnega spektra 
vrtincev DNS potrebuje visoko resolucijo, kar naredi DNS računsko zelo zahtevno. Zaradi 
velike cene izračunov DNS je ta v industriji neuporabna, uporabljajo se cenejše metode, ki pa 
so manj natančne.  
Metoda LES je računsko nekoliko cenejša od DNS in posledično tudi manj natančna. 
Simulira večji del vrtincev v turbulentnem toku, prispevek manjših, izotropnih vrtincev pa 
upošteva s semiempiričnim modelom. LES metoda je implementirana v odprtokodnem 
programu OpenFOAM skupaj s pogosto uporabljenim podmrežnim modelom WALE, ki 
aproksimira zanemarjene najmanjše vrtince. V magistrski nalogi smo primerjali točnost LES-
WALE v toku čez stopnico, kjer smo kot natančno rešitev predpostavili rezultate direktne 
numerične simulacije [1]. Primerjali smo povprečne hitrosti in fluktuacije hitrosti. Čeprav 
metoda LES del fluktuacij, ki jih povzročajo najmanjši vrtinci zanemari, je velik del turbulentnih 
fluktuacij vseeno prepoznan in omogoča neposredno primerjavo s fluktuacijami iz DNS. 
V magistrski nalogi smo primerjali časovna povprečja vseh treh komponent hitrosti, 
fluktuacije omenjenih hitrosti in ostale tri komponente tenzorja Reynoldsovih napetosti. 
Časovna povprečja, predstavljena v magistrski nalogi, so izračunana na mreži s približno dvema 
milijonoma točk in so povprečena čez interval 15,883 brezdimenzijskih časovnih enot. Rezultati 
DNS [1] so bili opravljeni z računsko mrežo s približno 32 milijoni točk in časovno povprečeni 
po intervalu 4,900 brezdimenzijskih časovnih enot. Dodatno je na hitrost računa vplival še manj 
strog Courant-Friedrichs-Lewyjev pogoj, ki je sorazmeren z diskretnim časovnim korakom 
metode in je moral biti nižji od 0.4 v LES, v DNS je bil približno 0.1. Za DNS izračun je bilo 
porabljenih približno 3 milijone ur CPU časa, za LES račun pa 12 tisoč ur. 
Za geometrijo stopnice je značilno odlepljanje mejne plasti od spodnje stene pri prehodu 
toka čez stopnico. Za odlepljeno plast je značilno veliko turbulence, ki nastaja zaradi striga 
hitrosti med glavnim tokom tekočine in vrtincem, ki se ustvari za stopnico. Območje za stopnico 
sestavlja en velik in nekaj manjših vrtincev. Območje recirkulacije je ločeno od glavnega toka 
s ploskvijo, na kateri je časovno povprečena hitrost toka v smeri iztoka enaka nič. Nad to 
ploskvijo se glavni tok pretaka nad območjem recirkulacije v prvotni smeri. Vrtinci območja 
recirkulacije, ki jih napove LES, so prikazani na slikah v poglavju 4 ter tudi na sliki 5.1, ki je 
izrezana približno po ploskvi, na kateri je hitrost v smeri glavnega toka enaka 0. Vrtinci na sliki 
5.1 so izrisani iz časovno povprečenih hitrostih polj. Vektorji takoj za stopnico (x < 4) 
prikazujejo manjše vrtince, vektorji, ki se razprostirajo med x ≈ 4 in x ≈ 12, pa glavni vrtinec. 
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Hitrost toka v glavnem vrtincu je višja od hitrosti v manjših vrtincih, kar pokazujejo dolžine in 
obarvanja vektorjev na sliki. Vidimo, da je tok na dnu domene blizu iztoka v smeri glavnega 
toka. Območje recirkulacije se zaključi, ko hitrost v smeri x spremeni predznak iz negativnega 
na pozitivnega pri x ≈ 15. 
 
Slika 5.1: Tridimenzionalni prikaz vrtincev v območju recirkulacije s poudarkom na zaključku območja 
recirkulacije. 
Metodi LES in DNS napovesta pojave, značilne za geometrijo stopnice. V magistrski 
nalogi so prikazani vrtinci ter krivulje in ploskve, ki določajo območje recirkulacije na različnih 
ravninah. Povprečen tok je tridimenzionalen, kar je razvidno iz oblik ploskev, ki ločujejo 
različne dele toka. Iz rezultatov je mogoče sklepati, da so oblike časovno povprečenih vrtincev, 
ki jih napove LES, podobne, a ne povsem enake, kot tiste v DNS.  
Poleg primerjave povprečnih polj v različnih ravninah, smo opravili še natančnejše 
primerjave spremenljivk na izbranih daljicah v ravninah y = 0 in z = 0. Iz profilov hitrosti na teh 
daljicah je mogoče sklepati, da je tok v sredini domene (z ≈ 0), hitrejši v LES. Ker je povprečna 
hitrost v smeri y negativna, so maksimumi krivulj LES pogosto pomaknjeni k nižjim vrednostim 
y.  
Poleg povprečnih hitrosti smo primerjali še povprečne fluktuacije v LES in DNS. 
Pričakovali bi, da so fluktuacije hitrosti in Reynoldsove napetosti višje v DNS, saj smo v LES 
majhne vrtince in njihove fluktuacije modelirali ter jih na ta način zanemarili. Rezultati 
pokažejo, da to ne drži vedno. Kljub vsemu so velikosti fluktuacij, ki so obenem merilo za 
intenzivnost tubulence, napovedane s precejšnjo mero natančnosti glede na tridimenzionalno 
naravo časovno povprečenega toka. 
Odstopanja rezultatov so predvsem posledica nenatančnosti modela, ki upošteva 
prispevek vrtincev, premajhnih za direktno simulacijo na mreži LES. Deloma lahko odstopanja 
pripišemo tudi gostoti in postavitvi računske mreže. Trenutna računska mreža je bila 
skonstruirana na podlagi izkušenj in rezultatov preteklih simulacij [1], [6], [13]. Ker smo pri 
pripravi mreže upoštevali vsa priporočila, ki jih za LES modele najdemo v podobnih 




mreža, s katero bi se približali gostoti mreže v DNS, dala tudi natančnejše rezultate, vendar bi 
to pomenilo tudi račune, ki so podobno zahtevni kot DNS. Vseeno je možen naslednji korak 
raziskava mrežne konvergence. 
Primerjava rezultatov LES in DNS pokaže, da LES kvalitativno poda podobne rezultate 
kot DNS v geometriji stopnice. LES napove vse pojave, ki so značilni za obravnavano 
geometrijo, od točnejših rezultatov DNS pa odstopajo predvsem v podrobni obliki in dimenziji 
stacionarnih vrtincev. Kvantitativna primerjava rezultatov razkrije odstopanja vrednosti 
spremenljivk v odvisnosti od lokacije. Najbolj je očitna razlika v dimenziji in obliki območja 
recirkulacije na dnu, ki je v nalogi prikazana s tokovnicama nične povprečne hitrosti v smeri 
toka. Območje je v LES krajše na sredini domene in daljše ob straneh, kar je posledica hitrosti 
toka v smereh x in y. Tok je v LES hitrejši na sredini domene in pogosto počasnejši ob straneh. 
Ker je hitrost v smeri y negativna in njen vpliv prevlada vpliv hitrosti v smeri x, to vpliva na 
dolžino in višino območja recirkulacije. Na osnovi pridobljenih LES rezultatov in primerjave z 
DNS bi bilo mogoče dobiti namige, v kakšni smeri bi bilo smiselno spremeniti ali nadgraditi 
WALE podmrežni model, da bi solidno ujemanje še izboljšali.  
Vzporedno z modeliranjem toka čez stopnico z metodo LES se je na Odseku za reaktorsko 
tehniko Inštituta Jožef Stefan izvajal še eksperiment v enaki geometriji in z enakim 
Reynoldsovim številom. Primerjava rezultatov eksperimenta z rezultati DNS je opravljena v [2]. 
Skupna primerjava vseh podatkovnih baz bo morda lahko ponudila še nadaljnje možnosti za 
izboljšave LES modelov.  
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Primerjava rezultatov LES na različnih ravninah y = konst. 
V dodatku A so podane primerjave profilov LES in DNS [1] na ravninah y = 0.8 (slika A.1), y 
= -0.8 (slika A.2) in y = -1.6 (slika A.3). Primerjane so vrednosti ?̅?, ?̅? in w̅, njihove fluktuacije 
in vse tri komponente Reynoldsove napetosti. 
 
Slika A.1: Na sliki so prikazani profili ?̅? (zgoraj levo), ?̅? (zgoraj desno) in ?̅? (spodaj levo) na ravnini y 














Slika A.2: Časovno povprečeni profili komponent Reynoldsovega napetostnega tenzorja na ravnini      
y = 0.8. Kvadrati fluktuacij 𝑢′̅2 – zgoraj levo, 𝑣′̅ 2 – zgoraj desno, 𝑤′̅̅ ̅2– sredina levo. Mešani členi: 
𝑢′̅𝑣′̅ – sredina desno, 𝑣′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj levo, 𝑢′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj desno. Polne črte: LES, črtkane: DNS. Profili 





Slika A.3: Na sliki so prikazani profili ?̅? (zgoraj levo), ?̅? (zgoraj desno) in ?̅? (spodaj levo) na ravnini y 
= -0.8. Neprekinjene črte ponazarjajo profile LES, črtkane črte pa DNS. Profili iste barve pripadatjo 
isti daljici. 







Slika A.4: Časovno povprečeni profili komponent Reynoldsovega napetostnega tenzorja na ravnini      
y = -0.8. Kvadrati fluktuacij 𝑢′̅2 – zgoraj levo, 𝑣′̅ 2 – zgoraj desno, 𝑤′̅̅ ̅2– sredina levo. Mešani členi: 
𝑢′̅𝑣′̅ – sredina desno, 𝑣′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj levo, 𝑢′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj desno. Polne črte: LES, črtkane: DNS. Profili 





Slika A.5: Na sliki so prikazani profili ?̅? (zgoraj levo), ?̅? (zgoraj desno) in ?̅? (spodaj levo) na ravnini y 




















Slika A.6: Časovno povprečeni profili komponent Reynoldsovega napetostnega tenzorja na ravnini      
y = -1.6. Kvadrati fluktuacij 𝑢′̅2 – zgoraj levo, 𝑣′̅ 2 – zgoraj desno, 𝑤′̅̅ ̅2– sredina levo. Mešani členi: 
𝑢′̅𝑣′̅ – sredina desno, 𝑣′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj levo, 𝑢′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj desno. Polne črte: LES, črtkane: DNS. Profili 





Primerjava rezultatov LES na različnih ravninah z = konst. 
V dodatku B je podana primerjava profilov LES in DNS [1] na ravnini z = -1.36 (slika B.1). 
Primerjane so vrednosti ?̅?, ?̅? in w̅, njihove fluktuacije in vse tri komponente Reynoldsove 
napetosti. 
 
Slika B.1: Na sliki so prikazani profili ?̅? (zgoraj levo), ?̅? (zgoraj desno) in ?̅? (spodaj levo) na ravnini z 














Slika B.2: Časovno povprečeni profili komponent Reynoldsovega napetostnega tenzorja na ravnini      
z = -1.36. Kvadrati fluktuacij 𝑢′̅2 – zgoraj levo, 𝑣′̅ 2 – zgoraj desno, 𝑤′̅̅ ̅2– sredina levo. Mešani členi: 
𝑢′̅𝑣′̅ – sredina desno, 𝑣′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj levo, 𝑢′̅𝑤′̅̅ ̅ – spodaj desno. Polne črte: LES, črtkane: DNS. Profili 





Primerjava lokacij, deležev in vrednosti ekstremov 
V tem pogavju so primerjane ekstremne vrednosti spremenljivk LES in DNS. DNS poda 
ekstremne vrednosti spremenljivk na ravnini z = 0 (ob upoštevanju statistične negotovosti) [1]. 
V tabeli C.1 so navedeni ekstremi izbranih spremenljivk, skupaj z njihovimi lokacijami, 
izračunani z LES (obarvani rdečo) in DNS (obarvani modro). Zadnji stolpec v tabeli služi za 
oceno negotovosti in podaja razmerje volumna, ki ima vrednost spremenljivke, višje od 95% 
njenega ekstrema in celotnega volumna fluida v domeni. 
Opazimo lahko, da so lokacije ekstremov LES tudi blizu ravnine z = 0. Izjema je hitrost 
?̅?, katera bi zaradi vrtinca, ki potiska tok od sten k sredini, morala imeti ekstrema simetrično na 
ravnino z = 0. Lokacije ekstremov ?̅? za LES in DNS so prikazane na slikah C.1 in C.2 skupaj z 
vrednostmi blizu ekstremov LES. Na sliki C.1 so vrednosti LES, ki so višje od 95% ekstrema 
?̅?, na sliki C.2 pa vrednosti LES, ki so višje od 83% ekstrema ?̅?. Volumen območja, ki ima 
vrednost spremenljivke ?̅?, višjo od 95% njene ekstremne vrednosti, je podan v tabeli C.1. 
Opazimo, da ekstrema ?̅? nista simetrična niti pri LES, niti pri DNS. Med simulacijama se 
bistveno razlikuje koordinata ravnine y, na kateri ležita. Slednje je posledica vrtincev na stropu 
domene, ki se generirajo blizu iztoka domene v LES. Vrednosti, ki so višje od 95 % ekstremov 
?̅?, so pri LES zajete v teh dveh vrtincih. Vrednosti, ki so višje od 83% ekstrema ?̅?, pokažejo 
dodatne vrhove na enaki ravnini kot DNS. Koordinate minimumov se v tem primeru dobro 
ujemajo, manjše odstopaje je v koordinatah x maksimumov. 
Iz tabele C.1 je razvidno, da se vrednosti ekstremov in njihove lokacije približno ujemajo 
z izjemo omenjene spremenljivke ?̅?. Odstopata še relativna volumna 𝑢′̅ in 𝑣′̅. 
Lokacije ekstremov 𝑢′̅ za LES in DNS so na slikah C.3 in C.4 skupaj z vrednostmi blizu 
ekstremov LES. Na sliki C.3 so prikazane vrednosti LES, ki so višje od 95% ekstrema 𝑢′̅, na 
sliki C.4 pa vrednosti LES, ki so višje od 83% ekstrema 𝑢′̅. Na sliki C.3 vidimo, da je maksimum 
𝑢′̅ LES bližje stopnici kot maksimum DNS. Če zajamemo vrednosti, ki so višje od 83% 
maksimuma 𝑢′̅ dobimo vrhove tudi na območju maksimuma DNS. Oba lokalna vrhova, ki ju 
izrišemo z 83% maksimuma 𝑢′̅ LES, sta pri DNS vidna že nad 95% maksimuma. Volumen 
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Tabela C.1: Ekstremne vrednosti časovno povprečenih spremenljivk in njihove koordinate. 
Koordinatni sistem je razviden iz slike 1.2. Zadnji stolpec podaja relativni volumen območja, na 
katerem so vrednosti spremenljivke višje od 95 % njihovega maksimuma, oziroma nižje od 95% 
negativne minimalne vrednosti. Celoten volumen domene je približno 354 brezdimenzijskih enot. 
Rdeče: LES, modro: DNS. 
Opis Vrednost x y z Rel. volumen 





































































































































































Slika C.1: Rdeče: prostor, kjer LES hitrosti ?̅? presegajo 95% maksimuma ?̅?, črna točka: maksimum. 
Sivo: prostor, kjer LES hitrosti ?̅? ne presegajo 95% negativne minimalne vrednosti ?̅?, zelena točka: 
minumum. Modra točka prikazuje maksimum zelenomodra pa minimum iz DNS. Prikaz ravnin x – y 
(zgoraj), prikaz ravnin x – z (spodaj). Prikazane so le omenjene točke, ravnine so prosojne.  
 
Slika C.2: Rdeče: prostor, kjer LES hitrosti ?̅? presegajo 83% maksimuma ?̅?, črna točka: maksimum. 
Sivo: prostor, kjer LES hitrosti ?̅? ne presegajo 83% negativne minimalne vrednosti ?̅?, zelena točka: 
minumum. Modra točka prikazuje maksimum zelenomodra pa minimum iz DNS. Prikaz ravnin x – y 
(zgoraj), prikaz ravnin x – z (spodaj). Prikazane so le omenjene točke, ravnine so prosojne. 
 
 
Slika C.3: Rdeče: prostor, kjer LES 𝑢′̅ presegajo 95% maksimuma 𝑢′̅, črna točka: maksimum. Modra 
točka prikazuje maksimum iz DNS. Prikaz ravnin x – y (zgoraj), prikaz ravnin x – z (spodaj). Prikazane 
so le omenjene točke, ravnine so prosojne. 





Slika C.4: Rdeče: prostor, kjer LES 𝑢′̅ presegajo 83% maksimuma 𝑢′̅, črna točka: maksimum. Modra 
točka prikazuje maksimum iz DNS. Prikaz ravnin x – y (zgoraj), prikaz ravnin x – z (spodaj). Prikazane 
so le omenjene točke, ravnine so prosojne. 
 
